THEOREME DE DOLD-THOM

FRANCIS BEAUCHEMIN-COTE

1. PRODUIT SYMETRIQUE SP(X).

Définition 1.1. Soit (X,zp) un espace topologique pointé (et Hausdorff). On
définit le n-ieme produit symétrique de X, noté SP, (X ), comme étant le quotient
du produit X™ par ’action du n-ieme groupe symétrique .5, qui agit en permutant
les facteurs. Autrement dit, SP,(X) := X"/S,.

L’inclusion (p1,...,pn) = (P1,--.,Pn,e) qui envoie X™ dans X", induit claire-
ment une inclusion de SP,(X) dans SP,,1(X).

Le produit symétrique de X est SP(X) := colim, SP,(X) et a comme point de
base le point dont tous les facteurs sont xzg.

Une fonction continue pointée f: X — Y induit naturellement des applications
SP,(f):SP,(X) > SP,(Y) et SP(f):SP(X)— SP(Y).
Propriété 1.2. SP:Top, — Top, est un foncteur d’homotopie, c.-a-d. que
—sif: X->Yetg:Y > Z, alors SP(go f)=SP(g) o SP(f);
— SP(idx) =idsp(x);
— si f~g,alors SP,(f) ~SP,(g) et SP(f) ~SP(g).
Proposition 1.3. Si X est connezxe par arcs, alors SP(X) l’est également.

On peut facilement voir que le produit symétrique d’un point est également un
point, c.-a~-d. que SP({pt}) = {pt}. De plus, avec un peu de travail, il est possible
de calculer le type d’homotopie du cercle :

Proposition 1.4. SP(S') ~ St
Démonstration. Voir [Ba] pour les détails. O

Remarque. Pour un élément b = [by,...,bx] € SP(X), on notera b=by + ...+ by
ot les b; # xq, car cette notation illustre bien que l’on peut alterner les facteurs.

Définition 1.5. On définit une somme + : SP(X) x SP(X) - SP(X) sur le
produit symétrique de X par

(x1+...+z)+ (1 +. +y) » 1+ AT+ Y1 +... + Y.

Théoréme 1.6. L’addition +: SP(X)xSP(X) - SP(X) est continue sur chaque
SP(X) x SP(X) ainsi que sur chaque ensemble compact de SP(X) x SP(X).

L’opération de somme sur le produit symétrique présume naturellement 1’exis-
tence d’une opération de <« différence ». Etant donnés a et b dans SP(X), est-ce
qu’il existe x € SP(X) tel que I’équation a+x = b a un sens ? Si oui, ce = est unique

et on a le résultat suivant :
1
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Théoréme 1.7. L’application de différence — : SP(X) x SP(X) - SP(X) :
(a,b) » a—b est continue sur l'intersection de son domaine de définition avec
SP(X) x SP(X) pour chaque k et l. Elle est également continue sur chaque en-
semble compact de son domaine de définition.

Voir [AGP] pour les détails des preuves des deux résultats précédents.

2. QUASIFIBRATION ET THEOREME DE DOLD-THOM.
Dans ce qui suit, je suivrai principalement la preuve de [Ba].

Définition 2.1. Une fonction continue p: F — B est une quasifibration si I’appli-
cation induite p, : m;(E,p (b)) - m;(B) est un isomorphisme pour tout b € B et
¢ >0.

Les fibrés et les fibrations sont des exemples de quasifibrations. Les trois lemmes
suivants seront pratiques pour démontrer le théoreme de Dold-Thom dans sa premiere
version.

Lemme 2.2. Soit p: E > B une fonction continue. S’il existe des sous-ensembles
U etV de B tels que B =U UV et tels que pl,(p) : p Y U) - U, Plp-1evy ¢
p (V) >V et Plp1(wnvy :p N (UNV) - UnV sont des quasifibrations, alors p est
une quasifibration.

Lemme 2.3. Soit p: £ — B une fonction continue ou B = colim;B;. Si p|,1(p,) :
p Y(B;) = B; est quasifibration pour tout i, alors p est une quasifibration.

Lemme 2.4. Soit p: E - B une fonction continue. S’il existe une homotopie F}
de E wvers un sous-espace E' relevant une homotopie Gy de B wvers un sous-espace
B’ de sorte que plp: : E' - B’ est une quasifibration et telle que Fy : p~1(b) -
p L (G1(D)) est une équivalence d’homotopie faible pour tout b€ B, alors p est une
quasifibration.

Remarque. On dit que F; releve Gy si po Fy = Gy o p, pour tout .
Pour une preuve des lemmes précédents, voir [Ba] ou [Hat].

Théoréme 2.5 (Dold-Thom Version I). Soit (X, A, xo) une paire de CW-complexes
pointés connexes par arcs. Si p: X - X|A est la projection canonique, alors p :=
SP(p): SP(X) —» SP(X/A) est une quasifibration dont les fibres sont homéomorphes
a SP(A).

Démonstration. Comme SP(X/A) = colim,SP,(X/A), par le lemme 2.3, il suffit
pour conclure de montrer que p, = p|g, : E, - B, est une quasifibration pour tout
n, out By, := SP,(X/A) et E, = p,*(B,). Pour ce faire, procédons par récurrence
sur n.

Pour le cas n = 0, nous avons By = {pt}. Ainsi, py : Ey - By induit (po)« :
m:(Eo,py' (Bo)) = mi(Bo) avec m;(Eo,pg(Bo)) = mi(Eo, Eo) = 0 et m;(By) = 0. Le
résultat est trivial.

Considérons maintenant le cas n > 0. L’idée est d’utiliser le lemme 2.2. Nous
cherchons donc un voisinage U de B,,-1 pour lesquels py|,-1(py : p Y (U) - U et
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Pulp-1 (v :p, (UNV) - UnV sont des quasifibrations, ou V = B, — B,_1. 1l
faudra également vérifier que py|,-1(v) : p,1(V) = V est une quasifibration.

Avant de procéder, nous pouvons supposer SPDG que X = M est le cylindre
de linclusion j: A - X, puisque SP est un foncteur d’homotopie (donc SP(X) ~
SP(Mj)).

Commengons maintenant & montrer que ppl,-1(y : p1(U) - U est quasifibra-
tion. Prenons N = A x [0,1/2) un voisinage ouvert de A dans le cylindre X et
ft + X = X une homotopie qui déforme N vers A en glissant les points du cylindre
le long des segments {a} x I. En particulier, chaque point de A x {0} sont fixés par
fi. Celle-ci induit clairement une homotopie f; : X/A — X /A qui déforme N/A
vers e := A/ A et qui satisfait po f; = f; o p. Soit donc U ¢ B, 'ensemble des points
dont au moins un facteur est élément de N/A. Puisque ey € N/A, alors tout point
[1]+...+[zn-1] +e0 de B,-1 vu dans B,, possede au moins un facteur dans N/A,
d’ott U est bien un voisinage de B,,_1. Posons F; := SP(f;) et F; := SP(f;). Ces
fonctions sont des homotopies de SP(X) et SP(X/A) respectivement et en fait,
comme SP est foncteur, alors F; releve F; et cette derniere déforme U vers B,_;
(le facteur dans N/A est déformé par Fy vers eg, donc au final on a au plus n — 1
facteurs différents de ep). De maniére analogue, F; déforme p;l(U ) vers E,. Par
le lemme 2.4, comme p,,_1 : E,_1 > B,_1 est une quasifibration par hypothese de
récurrence, il suffit de montrer que F : p,*(b) = p,, ' (F1(b)) pour tout b € U. Fixons
alors b = [z1]+...+ [z,] € U € By, et supposons que les [z;] sont différents de eq
(autrement, le résultat est direct). Alors chaque [x;] possede un unique antécédant
z; € X — A. On a de ce fait un homéomorphisme v : SP(A) — p,!(b) définie par

P P+zi+...+x,.

En appliquant f; aux x;, certains seront envoyés dans A et d’autres dans X — A.
Quitte a réarranger les termes, on peut supposer SPDG que fi(z1),..., fi(zk) €
X -Aet fi(zrs1),.--, fi(zy) € A. Ainsi on obtient un homéomorphisme entre
SP(A) et p,'(F1(b)) via I'application ¢ : SP(A) - p,}(F1(b)) définie par

PP+ fl(ml) +...+ fl(:lik)
Pour P e SP(A), on a

Fl(w(P)) = Fl(P-i-l'l + ... +xn)
= Fl(P) + fl(xl) +...+ fl(:cn)
= gO(Fl(P)) + f1(13k+1) +...+ fl(xn)
=o(F1(P))+Q
ou @ = fi(ags1) + ...+ fi(zy,) € SP(A). Par hypothése, A est connexe par arcs.
Donc SP(A) lest également et on peut trouver un chemin v; dans SP(A) tel que
70 = @ et 1 est le point de base de SP(A). De 1a, nous avons que p; : Fy o) ~ ¢

otl y est ’homotopie définie par P+ o(Fi_¢(P)) + ;. Comme 9! est défnie sur
p,1(b), on déduit que

Filpiy = Fiogod ™ 2poyp™,
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Autrement dit, F} |p7-11(b) est homotope a un homéomorphisme, ce qui implique que
c’est en particulier une équivalence d’homologie faible. Bref, on conclut bien que
pn pp (U) = U est une quasifibration.

Considérons maintenant V = B, — B,,_1. Un élément P dans p,'(V) ¢ SP(X)
possede exactement n facteurs xq,...,x, dans X — A. Si 'on note yi,...,y, tous
les autres facteurs éléments de A — {xo}, alors P =21+ ...+ Xy, +y1 + ... + Y. Soit

o:p, (V) -V x SP(A) définie par
P (01(P),02(P)) = (pn(z1+ ...+ ), 1 + -+ ).

Si o est bijective et o et o sont continues sur les sous-ensembles compacts de
leur domaine de définition, on voit facilement que o, : 7;(p; (V) = m;(V xSP(A))
est un isomorphisme pour tout i et que o(p,l(b)) = {b} x SP(A). Ainsi, si ¢ :
VxSP(A) - V dénote la projection sur le premier facteur, on obtient le diagramme
commutatif

Tt (V) it (b)) — 22

U*lg (q1)+
mi(V x SP(A),{b} x SP(A)).

7TZ'(V, b)

Comme ¢; est fibré trivial, c’est en particulier une quasifibration et (g1). est un
isomorphisme pour tout i. D’ou, au final, on aurait que (p,). est un isomorphisme,
c.-a-d. que puly-1(vy :p, (V) - V est une quasifibration.

Appliquons nous donc & montrer que o est bijective et que o et ™! sont conti-
nues sur les compacts de p;l(V). Pour voir que o est continue sur les compacts, il
suffit de le voir pour o1 et o2. Remarquons que V = SP,(X/A - {eg}) et que
I'homéomorphisme X/A - {eg} - X - A induit un homéomorphisme 6 : V =
SP,(X/A-{ey}) » SP,(X — A). Puisque SP,(X — A) s’inclut dans SP(X), on
peut voir § comme une application continue V' — SP(X). Mais alors o1(P) = p,(P)
et 09(P) = P—-0op,(P), ce qui implique que o1 est continue et oy est continue sur
les compacts par le lemme 1.7.

Quant & 071 : V x SP(A), elle est donnée par (v,Q) + 0(v) +Q, car p, o6 =idy .
C’est donc la restriction de 1’addition sur SP,(X — A) x SP(A). Par le théoreme
1.6, 07! est bien continue sur les sous-ensembles compacts.

Finalement, un argument tout a fait similaire donne un homéomorphisme sur
les sous-ensembles compacts p,'(UNV) - (UnV) x SP(A), ce qui implique que
Palp-1 () est aussi une quasifibration. O

Ce théoréeme a pour conséquence immédiate le corollaire suivant :

Corollaire 2.6. Pour (X, A) une paire de CW-complexes pointés connexes par
arcs, il existe des applications 0; : mi(SP(X/A)) —» mi-1(SP(A)) qui s’inscrivent
dans une longue suite exacte

..>moSP(A) - moSP(X)—moSP(X/A) iﬂ'i_loSP(A)e...

et qui satisfont les propriétés de naturalité.
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Démonstration. Par le théoreme précédent, on a que p. : m(SP(X),SP(A)) —
mi(SP(X/A)) est un isomorphisme. Ainsi, en considérant la longue suite exacte
associée a la paire (SP(X),SP(A)), on obtient bien une longue suite exacte :

..>moSP(A) > moSP(X)—>moSP(X/]A)»>mi_10SP(A)— ...
telle que voulue. [l

Nous sommes maintenant préts a énoncer et démontrer le théoreme de Dold-
Thom dans sa version la plus « élégante ».

Théoréme 2.7 (Dold-Thom Version II). Pour X un CW-complexe connexe par
arcs, Hy(X) = mp(SP(X)) définit une théorie d’homologie réduite. Si X est un
CW-complexe qui n’est pas connexe par arcs, on définit plutot Hi(X) = 1 (SP(XX)).

Démonstration. Hj, = 70 SP est un foncteur de la catégorie d’homotopie des CW-
complexes pointés non-dégénérés vers celle des groupes abéliens. Il est clair que
H(X) est abélien pour k > 2 et par 'axiome de suspension que nous montrerons
plus loin, Hy(X) et H;(X) sont isomorphes & des groupes abéliens. Il suffit donc
de montrer que les axiomes d’exactitude, de suspension, d’additivité, d’équivalence
d’homotopie faible et de dimension sont satisfaits.

Pour 'axiome d’exactitude, soit ¢ : A - X une cofibration entre CW-complexes
pointés connexes par arcs. Par le corollaire 2.6, on a en particulier Vk une suite
exacte

mh(SP(A)) > mp(SP(X)) - m(SP(X/A)).

Pour le second axiome, considérons Y un CW-complexe connexe par arcs. Alors
la paire (CY,Y) satisfait les hypotheses du corollaire 2.6 et comme XY = CY/Y,
on obtient une longue suite exacte

. > M1 (SP(CY)) = 11 (SP(XY)) » 1 (SP(Y)) = m(SP(CY)) — ...

Mais CY ~ {pt}, ce qui implique que SP(CY") ~ SP({pt}) = {pt}. De tout ceci,
on en déduit un isomorphisme naturel

WkSP(Y) = 7I‘k+1(SP(EY)).

Pour l'axiome d’additivité, on montre d’abord que SP(V,Xa,) = II2SP(X,),
ou II° est le produit faible, et ensuite que (115, SP (X)) = @q 7k (SP(X4)). De
ces faits, on obtient bien que 7 (SP(Va Xa)) = @a m(SP(X,)). Voir [Ba] pour
les détails.

Soit maintenant f : X — Y une équivalence d’homotopie faible entre deux
CW-complexes. Par Whitehead, f est en fait une équivalence d’homotopie. Alors
SP(f):SP(X) - SP(Y) est aussi une équivalence d’homotopie. On conclut que
Hi(f) = (SP(f))s: mp(SP(X)) - m:(SP(Y)) est un isomorphisme, ce qui montre
que I'axiome équivalence d’homotopie faible est satisfaite.

Par la définition de Hj sur les CW-complexes non connexes par arcs, on peut
aussi montrer I'axiome de dimension. En effet, on a

Z sik=0

A5 = e (SP(SSY) = mea (SP(SY) = ma(8) - | 5120
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oil la troisitme égalité est obtenue par le fait que SP(S') ~ S! mentionné & la
proposition 1.4 .

[l
Corollaire 2.8. Pour tout n e N, SP(S™) est un K(Z,n) espace.
Démonstration. Par Dold-Thom,
n r n Z si k =N
m(sP(sm) =i = 3R
[l

Définition 2.9. Pour G un groupe abélien et un entier n > 1, un M (G,n)-espace,
ou espace de Moore, est un espace tel que H,(M(G,n)) 2 G et H;(M(G,n)) =0
pour i # n.

Corollaire 2.10. Pour un espace de Moore M(G,n), SP(M(G,n)) est un K(G,n)-
espace.

Démonstration. Par Dold-Thom,

G sik=n

(2.11) re(SPOM(Gn))) = He(M(G,n)) { G sik-n
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